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ldkaux bilath-es d’un anneau 
de polynomes non commutatifs sur un corps 
JEAN CARCANAGUE 
Les polynomes non commutatifs ont CtC introduits par 0. Ore dans [lo], 
comme une gCn&alisation des polynomes ordinaires au cas oh I’indCterminke 
ne commute pas avec les coefficients, tout en conservant la structure d’anneau 
et les rkgles sur les degrks. 11 a paru opportun de rappeler d’abord dans cet 
article la dkfinition et les propriMs de base de l’anneau W ainsi obtenu, en 
plaqant certaines d’entre elles, (“similitude” de deus Clkments, “unicitk” de 
la dkxxnposition en fxteurs premiers), dans le cadre d’anneaux plus 
gtntraux. A ces rkultats connus, don&s saris dkmonstrations, sont ajouttes 
certaines prkisions utilcs pour la suite: il est notamment montrC que, lorsque 
le domaine des coefficients est un corps de rang fini sur son centre, l’anneau 
W se rCduit B l’un ou I’autre de deux types simples (Corollaire 1 du Thkorkme 
1); d’autre part le ThCorkme 2 gCn&alise un rksultat de S. A. Amitsur sur les 
kpations diff&-entielles IinCaires. 
Lee “ClCments invariants” de l’anneau W, c’est g dire les 616ments s tels que: 
SW = Wx ont CtC Ctudib notamment dans [S], [2], et, pour les Z-firs 
atomiques, dans [4]. Pour le cas oh W est principal B gauche seulement, les 
idCaux bilatkres sont engendrks par les ClCments s invariants B gauche, c’est 
& dire tels que: sWC Ws. L’ttude de ces Clkments conduit alors au r&&at 
suivant (ThCorkme 5): le mono’ide des idCaux bilathres de 6V est monogkne, 
modulo une multiplication par un “id&al central”. La forme du centre de IV 
est aussi pi&is&e a cette occasion. 
La forme d’un ClCment invariant avait CtC ktudi6e dans deux cas particuliers, 
respectivement par N. Jacobson, [8] et S. A. Amitsur, [2]. Le paragraphe 6 
souligne que ces deux cas seuls se prksentent lorsque K est de rang fini sur SOII 
centre, et apporte alors des prkisions d’existence et de degrC, pour ;es 
kltments du centre de W. 
Enfin le dernier paragraphe donne diverses caractkrisations simples des 
anneaux W’ tels que tout &ment soit “born&“, c’est 2 dire tels que tout idCal 
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contienne un ideal bilatere (ThCoreme 8). J’ai eu besoin, pour I’une des 
demonstrations, d’introduire une condition supplementaire de majoration sur 
les degres, mais il est possible qu’elle soit superflue. 
Plusieurs demonstrations ont pu &tre abrCgCes grace aux suggestions de 
P. M. Cohn; je le remercie, ainsi que P. Samuel, pour les encouragements et 
conseils qu’ils m’ont apportes. 
1. NOTATIONS ET RAPPELS 
On considere: 
- un corps K, de centre C, de caracteristique p, nulle ou non; 
- un endomorphisme 6 du corps K : a: t-+ e(a) = &; 
- une &derivation 6 du corps K : a: w S(a) = 01’, c’est B dire une applica- 
tion additive de K dans K telle que, pour tout couple d’elements 01 et /3 de K, 
on ait: 
(a . /3)’ = ol . p’ + 01’ . p. (1.1) 
On peut alors definir l’anneau K[x] des “polynomes de Ore”, de la forme: 
u(x) = lx,x* + ... + DliXi + ... + a!+” + cc0 (1-2) 
avec ai E K pour i = 0, l,..., n, et la loi de commutation: 
xa = arx + Lx’ pour tout Clement 01 de K. (1.3) 
Cet anneau sera encore note WK,,,, , ou plus simplement IV. Nous le 
designerons plus particulibrement par WK,, si 6 est nulle dans K, et par 
WK,, si 0 est l’identite dans K; (dans ce dernier cas, 6 est une derivation 
ordinaire). 
Nous noterons K, le cornmutant (ou centralisateur) de x dans le corps K, 
c’est un sous-corps de K. De la mCme facon nous dbignerons par C, le 
commutant de x dans le centre C de K. 
Si, dans (1.2), a,, + 0, l’element a(x) sera dit de degre’ n, et nous convien- 
drons que l’element nul a pour degre - co; onobtient alors les regles habituelles 
sur les degres pour l’addition et la multiplication de deux elements. 
Moyennant ces conventions, on peut definir une division euclidienne a gauche 
unique pour tout couple d’elements a(x) et b(x), (avec b(x) f  0), c’est 5 dire 
un couple unique {Q(X), r(x)} d’&ments de W tels que: 
u(x) = q(x) b(x) + r(x), avec dOr(x) < do&x). (1.4) 
I1 en resulte que W est principal a gauche, que deux elements a(x) et b(x) 
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non nuls admettent un p.p.c.m. a gauche m(x) et un p.g.c.d. a droite d(xj. De 
plus, pour les degres de ces elements on a: 
d%(x) + dOb(x) = d%(x) + dOd(x) (1.5)’ 
Enfin l’anneau W admet un corps des quotients a gauche, note W”. 
L’anneau WK,B,s admet aussi une division euclidienne a droite si et seule- 
ment si 6 est un automorphisme de K, et on a alors toutes les propriCtCs 
precedentes de l’autre c&5. Cependant, dans la suite, division euclidienne, 
diviseur, multiple, signifieront respectivement: division euciidienne au sens 
de (1.4), diviseur a droite, multiple a gauche. 
Similitude de deux e%hen ts de W 
Etant don& un element a de W, on peut considerer l’ensemble des classes 
d’equivalence (mod a) dans IV definies par la relation: 
u = ZI (mod. a) G U(X) - z(x) divisible par U(X). (1.6) 
Cet ensemble, que nous noterons W/Wa, admet une structure de W-mod& 
2 gauche. 
Etant donnes dew elements a et B de TV, tout homomorphisme de 
W-modules a gauche de W/Wa dans W//VI est donne par un element t de W 
tel que: 
at = 0 (mod b), ou encore: at = sEr avec s E 51’. (1.7) 
A la class& t (mod b) de W/JS% se trouve alors associe un homomoryhisme 
de&i par: 
7 : II (mod a) w ut (mod bj. (1.8) 
De plus, pour que 7 soit un isomorphisme, il faut et il suffit que dans (1.7): f  
soit premier avec b (a droite), et que at soit le p.p.c.m. de t et 6, Les elements a 
et b sont alors dits semblnbles, et ils sont de m&me degre d’aprts (l.5). 
D&compositions d ‘un &ment en facteurs premiers 
Les sous-modules propres de lV/ Wu correspondent bijectivement aux 
diviseurs propres unitaires de a; il en resulte notamment que le module 
W/Wa est simple si et seulement si a est irreductible dans 65’; d’autre part tout 
Clement de W admet une decomposition en facteurs irreductibles dans W, 
et le ThCoreme de Jordan-Holder montre que deux telles decompositions 
admettent le m&me nombre d’elements, semblables deux a deux. 
Ces diverses proprietes ont CtC demontrees dans [lo], et, pour fe cadre plus 
general des 2-firs atomiques, dans [6], [7]. 
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2. R~DUCTIQN DE L'ANNEAU H7K,B,6 
Nous allons montrer que W se reduit souvent B un anneau WK., ou W,,, , 
notamment lorsque K est commutatif. 
a) supposons que 0 n’est pas l’identid pour sa restriction au centre C 
de K, et soit alors un Clement y  de C tel que 7 f  y. On peut alors considerer 
la nouvelle indeterminee: y  = zcy - ye = (7 - y) x + y’. On a, pour tout 
Clement 01 de K: 
ya = (Zr + 01’) y  - y(Ex + a’) = qxy - yx) = &y. 
Done l’anneau W, pris sous la forme K[y], est un anneau WK,B . 
b) supposons que 19 est l’identite pour sa restriction a C, mais qu’il existe 
un Clement y  du centre C tel que: y’ f  0. Pour tout 01 de K on a alors: 
(y . a)’ = (a . y)’ = j7 . a’ + y’ . 01 = ji . y’ + 01’ . y; et, puisque 7 = y, on 
en deduit: y’ . 01 = & . y’, soit encore: 
& zzx y' * 01 . (y')-1. (2-l) 
Si on fait alors le changement d’indeterminee: y  = (y’)-lx, on constate 
facilement, en utilisant (2.1), que, pour tout Clement 01 de K: y01 = ay + 
K’-l a’; l’anneau consider& pris sous la forme K[y], est done un anneau 
K,b’ > oti la derivation ordinaire 6’ est: (y’)-9. 
c) ii reste seulement un troisieme cas: tous les elements de C sont 
invariants par 6 et ont une derivee nulle, ou encore C, = C. On a done: 
TH~OR~ME 1. Un changement d’inde’terminke permet de ramener tout 
anneau W de polynomes zon commutat+ SUY un corps K d: l’une au mains des 
trois foymes: WK., ; WK,, ; FVK,8,6 avec C, = C. L’une de ces formes sera dite 
forme rkduite de W. 
Supposons maintenant que le corps K est de rang tini sur son centre C: 
en se placant dans le troisieme cas ci-dessus, on voit que 0 est un endomor- 
phisme de K qui laisse invariants tous les elements de C; d’aprb le Theo&me 
de Skolem-Noether, c’est done un automorphisme interieur: 19(a) = /9%#3, 
avec /3 determine dans K; on conclut alors, comme on I’a fait ci-dessus a partir 
de (2.1), par le changement d’indeterminee: y  = px, qui nous conduit ici a 
un anneau de polynomes ordinaires sur K, soit WK (a la fois de la forme 
WK,O et WK,6). D’oh: 
COROLLAIRE 1. Si K est de rang jini SW son centre, tout a?zneau K[x] se 
ram&e, par un changement d’indt?termi&e, ci E’une au moills des formes WK., ou 
WK,, - 
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Notons que ce resultat traduit une propriM des &derivations deja donnee 
dans [5, Lemma, p. 5391. 
COROLLAIRE 2. Un unneau WK,,,, e’tnnt pris sous forme hduite, 8 est me 
dhkv&oz ordzhaire pour sa restriction au centre C. 
Ce resultat est trivial pour les ler et 3eme cas du Theo&me 1. Si I’anneau 
est de la forme lVK,6, il suffit de montrer que C est stable par 8; or, en se 
reportant a (2. l), et en remarquant que E = a, on est conduit a: y’ . 01 = x . y’; 
done y’ est bien un element de C. 
3. NouAu D'UN BL~MENT DE W DANS UN MODULE W/KY 
Considerons le W-module a gauche W/Wf associe a un Clement f  de W. 
D’apres (1.7) et (1.8) les endomorphismes de ce module correspondent 
bijectivement aux elements t, definis (modf), et tels que: 
ft  = 0 (modf). (3.i) 
Ces elements t forment un anneau, isomorphe a l’anneau des endomor- 
phismes du W-module a gauche WjPVf, que nous noterons F, et que nous 
appellerons anneau propre de ,f. 
Tout operateur a de W d&nit une homothetie de W/Wf, c’est a dire une 
application a, de ce module dans lui-m&me deiinie par: 
af: u(modf)t+au(modf); (34 
ai est evidemment une application F-IinCaire a droite. Kous appellerons 
~zoyzu de a dam W/Wf, et nous noterons Kerf a, le noyau de cette application 
of , c’est a dire I’ensemble des elements u (mod f) tels que: 
au = 0 (modf) 
Nous allons Ctablir le resultat suivant: 
(3.3) 
TH??ORkniE 2. Soit un t%wnt iwkductible f  de W de degre’ IZ,, ; le noyau d’un 
e’lhent non nul a de W dans TV/ Wf est un F-espace z.ectoriel ci droite; sa dimension 
est infirieure ou &gale h d0aln, . 
La premiere partie du resultat decoule du Lemme de Schur qui indique 
que F, isomorphe a l’anneau des endomorphismes d’un module simple, est un 
corps. Pour la deuxieme nous Ctablirons d’abord deux lemmes. 
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LEMME 1. Si a = b . c dans W, on a la relation: 
dim Kerf a < dim Ker, b + dim Ker, c (3.4) 
Soit en effet c,’ la restriction de c, au noyau de a dans W/W’ c’est une 
application F-lineaire a droite de Kerf a dans Kerf b; son image est done 
contenue dans Kerf b et son noyau n’est autre que Kerf c; or on a, pour une 
application lineaire c,’ operant dans Ker, a: 
dim Ker, a = dim (im c~‘) + dim (noyau c~‘) (3.5) 
et cette relation entraine Cvidemment (3.4). 
LEMME 2. Pour que Kerf a contienne un &nent u non nul (mod f) il faut 
et il sufit que a soit divisible par un &hent f’ sembable h f, tel que f  ‘u soit le 
p.p.c.m. de u et f.  
En effet, la relation (3.3) esprime que au est un multiple commun de u et de 
f, done un multiple de leur p.p.c.m. f  ‘u; pour cela, il faut et il suffit que a soit 
un multiple de f  ‘. Or ce dernier est bien sembable a f, puisque u, non nul 
(mod f ), est premier avec f. 
Considerons alors, pour la demonstration du Theo&me 2, le cas oti 
doa < n, ; d’apres le Lemme 2, Kerf a est nul, sauf si a est semblable a f, 
et il est alors de m&me degre no . Dans ce cas il existe un element u. non nul 
(mod f) tel que: au0 = u. f. 
En considerant l’isomorphisme inverse, (de W/FVf sur W/Wa), on est 
conduit a l’existence d’un Clement uo’ non nul (mod a) tel que: 
fuo’ = v,‘a (3.6) 
avec 
uo’uo = 1 (mod f) (3.7) 
Soit alors un autre element u de Kerf a, avec: au = nf, par combinaison avec 
(3.6) on a: 
fuo’u = vo’au = v,‘vf. (3.8) 
Ainsi uo’u appartient a l’anneau propre de f  qui est ici le corps F. Multipliant 
a droite les deux membres de la relation (3.7) par uo’u, on obtient: uo’uozco’u = 
uo’u (mod f  ), soit: 
uo’[uo(uo’u) - u] = 0 (mod f) (3.9) 
Or on peut toujours prendre, pour la classe de uo’ (mod a), un Clement de degre 
inferieur a no ; ce representant admet alors un noyau nul d’apres le Lemme 2, 
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ce qui implique: u = uO(uO’u) (modf). C’est dire que u appartient 8 un 
F-espace vectoriel a droite de dimension 1 engendre par u0 . Le ThCoreme 
est done demontre pour le cas: dOu/no < 1. 
Supposons maintenant le resultat Ctabli pour: do+,, < I’ -- 1, et soit un 
Clement a tel que: Pu~n, < r; si le noyau de n dans IV/ FVf n’est pas nul, le 
Lemme 2 conduit a l’existence d’un diviseur a’ semblable afP soit: a = a”~‘, 
avec: dOn”;ao < I’ - 1. 11 suffit alors d’appliquer Ie Lemme 1 en utilisant 
l’hypothi-se de recurrence. 
Cns particulier: no = 1. f peut &tre pris sous la forme unitaire: 
f =N-cx(lxEK). 
Les classes de W/ Wf correspondent alors bijectivement aux elements de KY, 
et le corps F est isomorphe a un sous-corps K, de K: c’est l’ensemble des 
elements /?I de K tels que: (x - a) /I = fl(x - a). 
Notamment, lorsque 01 = 0, le corps F est isomorphe au corps K. des 
“constantes” de K; de plus, 1’ClCment a(x) Ctant pris sous la forme (1.2), 
l’appartenance d’un Clement E de K au noyau de a(x) dans W/Wx s’ecrit; avec 
pi, = &“(,c>: 
LY,.p + ... + cdp + ... + OIlIf’ + clot = 0. (3.1Oj 
L’ensemble des elements f  de K verifiant (3.10) sera dit ~zoyau de R(X) dans K, 
On obtient ainsi une generalisation du theoreme des equations differentielles 
lineaires deja don&e dans [I] : 
COROLLAIRE 1. L’ensemble des solutions dans K d’une .4qquntion d#t?rentielle 
li&&e est un espace vectoriel k droite SW le cwps des constnntes K, de K. La 
dimension de cet espace est infhieure ou tgale k l’orrlre de I’t$wation. 
Si i’on est, de facon plus particuliere, dans le cas d’un anneau WK,, , et si 
on prend: e = 1, F est isomorphe au corps Kl des invariants de B dans K. 
D’autre part, toujours avec la meme forme de a(x), l’appartenance d’un 
Ciement E de K a Ker, a s’ecrit: 
aneyE) + ‘.. + aiey() + ... + a,f + a06 = 0. 
On a alors le resultat suivant: 
(3.llj 
C~R~LLAIRE 2. Etant dome’ UH corps K wtuni d’un endomorph’sme 6, 
I’ensemble des solutions [ duns K d’une kquation du type (3.1 I), (avec 01,~ # 0), 
est un espnce vectoriel & droite sur le corps Kl des invariants de 0 dans K, de 
dimension infkrieure ou &ale 2 n. 
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Annulateur Minimal (mod f) d’une partie de W 
Revenons a f irreductible dans Wet de degre n, , et soit une partie P de W. 
Pour que P admette un annulateur (modf) non nul, il faut, d’apres le 
ThCoreme 2, que le rang Y de P sur F B droite (mod f) soit fini. Reciproque- 
ment, s’il en est ainsi, on peut extraire de P un systeme de P elements 
e, ,..., ei ,..., e, , base d’un F-espace vectoriel B droite E contenant P; 
l’ensemble des annulateurs de P est un ideal B gauche de W, soit We, oti e est 
le p.p.c.m. de Y ClCmentsf, semblables af, et tels que: fiei = 0 (mod f ). 
De facon plus precise on a, par (1.5): doe < C dOfi = 1’ . no ; mais on a 
aussi, par le Theo&me 2: doe > r . no, et finalement: doe = Y . no ; d’oti: 
THI?ORI&E 3. Les annulateurs (mod f) d’une partie P de W foment un 
ideal 2 gauche de W, soit We; lorsque f est irreductible dans W, on a e + 0 si et 
seulement si P est de yang jini r a droite (mod f) sur le corps F; e est aloes le 
p.p.c.m. de Y Mnents semblables a f et doe = r . d”f. 
L’ClCment e sera dit: annulateur minimal (mod f) de P. 
4. I?LI?MENTS INVARIANTS. BORNES D'UN ~LLBNIENT IRR~DUCTIBLE DE W 
Elt%nents invariants sous R 
Soit un sous-anneau R de W, eventuellement Cgal a W. Nous dirons qu’un 
Clement s de W est illvariant a gauche sous R si: sR C KS. Un Clement 
a de W sera dit borne’ & gauche sow R s’il admet des multiples non nuls 
invariants a gauche sous R. Parmi ces derniers, un Clement unitaire de moindre 
degre sera dit borne de a h gauche sozds R; on peut demontrer qu’il est unique, et 
il sera note a,*. 
Si R = W, nous supprimerons la mention “sous II” dans chaque terme 
de&i ci-dessus, et la borne de a a gauche sera not&e simplement a*. 
Un Clement invariant designe habituellement un invariant a droite et a 
gauche, c’est a dire un Clement s tel que: SW = Ws, ou encore tel que l’ideal 
Ws soit bilatere et principal a gauche et a droite. Notre objet Ctant d’obtenir 
tous les ideaux bilatkes, nous aurons a considerer plus largement les 
invariants a gauche, mais, par abus de langage, nous omettrons la mention 
9 gauche”, ecrivant par exemple: “borne de a sous R” au lieu de: “borne 
de a B gauche sous R”. 
Anneau R, : Si s est invariant sous R, l’application ps : 11--+ u’ definie, pour 
tout u de R, par: ~14 = u’s, est un isomorphisme de l’anneau R sur un sous- 
anneau de W que nous noterons R, . 
Borne sous R d’un &ment irreductible de W 
Soient f un Clement irreductible de W et F son corps propre. Si f est borne 
sous R, l’anneau R, pris (mod f ), est contenu dans le noyau (mod f) de fR* 
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puisque, pour tout u de R: fR*u = u’jx * = 0 (mod f) D’apres le ThCoreme 3 
oh R joue le role de P, c’est possible settlement si le rang Y de R a droite 
(mod f) sur F est fini, et fR* est alors un multiple de l’annulateur minimal 
(mod f) de R, soit e. 
Reciproquement, si cette condition de rang est vCrii%e, JR* existe et est 
CgaIe a e (pris unitaire). En effet, pour montrer que e est invariant sous R, 
considerons un Clement v  de R; pour tout Clement u de R on a encore: zw E R; 
done: e(w) = (ev) u = 0 (mod f); ainsi (ev) est un annulateur de R (modf) 
et appartient done a l’ideal a gauche We; on a bien alors: eR C We. I1 reste 
aIors a constater que f  divise e: cela resulte de l’appartenance de I’unitC de 
W h R, done a Keri e, soit: e = e . 1 = 0 (mod f  Jo D’oti le resultat: 
TH~OR~ME 4. Pow qu’un t%nmt irrthcti~le f  de W soit born6 sous R, il 
faut et I1 sujit que !e rang r k d&e (mod f) d e 1 ‘anxeau R SW le corps F soit j&i; 
fR* est alors le p.p.c.m. de Y e%nents semblables h f7 et dQfR* = Y . d”f. En 
particulier, st f  est borne’, sa borne f  * est le p.p.c.m. de tous !es t%nents semblables 
24 f. 
Le dernier point, correspondant a R = W, resulte du fait que tout Clement 
f' semblable afest tel que f  ‘11 soit le p.p.c.m. de f  et d’un Clement u de IV non 
nul (mod f  ); comme u E Kerf f *, le Lemme 2, $3 montre que f * est divisible 
parf’. 
COROLLAIRE 1. Tout e’l&nent s invariant sous R et admettant f  conme 
diviseur irrbductible dans TV est divisible par fR*. 
Ceci resulte du fait que s appartient a l’ideal a gauche W. fR* des annula- 
teurs de R (mod f  ). 
COROLLAIRE 2. si f ,  irrtfductible, est bow& tout e’knent f’ semblable ir f 
admet la m&me borne f  *. 
En effet, d’apres le Theoreme 4, f’ divise f  *, et d’apres Ie Corollaire 1, f  ‘T 
divisef”; dememef* divisef’*; doncf’” =f*. 
Dans le chapitre 5, nous aurons besoin du resultat suivant: 
PROPOSITION 1. Soit un e’le’ment iniductible bok f, et soit s = (f *jn, 
qui d&j&it un isomorphisme pS de R = W SW R, = l/irS . La borne de f  sous WS 
est encore f  *. 
Ce resultat est trivial lorsque 0 est un automorphisme de K, puisqu’on a 
alors: lVS = W. Pour le cas general, demontrons d’abord le Lemme suivant: 
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LEMME. Si s est un e’lhwnt invariant unitaire quelconque, et si f’ = p,(f ), 
ona:f$S =f*, et f  * commute avec s. 
Recherchons d’abord la borne de f’ en nous plaFant duns W, . A l’aide de 
l’isomorphisme ps , et par application du Theo&me 4, on voit que c’est le 
p.p.c.m. de tous les elements semblables 5 f’ duns Ws , soit p,(f *) = (f *)'; 
or tout diviseur irrtductible fi’ de (f *)‘. dans IV, est obtenu, a partir d’un 
diviseurfi def * dans IV, par: fi’ . s = s . fi , et la comparaison des decompo- 
sitions en facteurs premiers des deux membres, (avec la m&me decomposition 
pour s, montre que fi’ est semblable a fi , et par consequent a f; done (f *)’ 
divise f  *, et il lui est &gal, car unitaire comme lui et de meme degre. Mais f$ 
est un multiple de la borne de f' dans W, , et c’est aussi un diviseur de f * 
d’apres le Corollaire 1 ci-dessus, puisque f * est invariant sous IV’, et multiple 
def’. Donc:fg = (f")' =f" = Pdf"). 
Le lemme ci-dessus demontre le Theo&me lorsquefest un Clement de I’, . 
Pour le cas general, considerons la borne t de f sous TVs ; t . s = s' est encore 
un invariant (sous IV); on peut done lui appliquer le Lemme ci-dessus, avec 
s’ remplacant s, et on a: s’ . f * = f * . s’; soit encore, en simplifiant a droite 
par(f*)n:t.f*=f*.t.A insi t commute avec (f *)n = s; au diviseur f de 
t correspond un diviseur f’ = ps( f) de t d ans IVS , et t est done divisible par 
f$ =fY comme ce dernier est invariant sous ?uj et divisible par f, on a: 
t=f*. 
5. MONOIDE DES BL~MENTS INVARIANTS. CENTRE DE I4 
11 arrive que, pour tout s invariant sous R, on ait: R, CR, et les invariants 
sous R forment alors un monoi’de multiplicatif. C’est notamment le cas pour 
R = K et pour R = IV, les mono’ides correspondants seront notes respective- 
ment AX et J& . Les elements invariants unitaires forment un sous-monoide 
do de JZ& , isomorphe au monoi’de des ideaux bilattres de IV. Par application 
de la Proposition 1, on pourrait demontrer facilement que J& est commutatif, 
resultat bien connu pour le cas ou 0 est un automorphisme [S]. Mais nous 
allons Ctablir le resultat suivant plus prkis: 
TH~OR~IVIE 5. Soit un anneau W’,,,,, admettant des e’leknents invariants de 
de@ uon nul, et soit m l’un de ceux qui ont le de& minimal. 
(a) Les t%+ments invariants de W sent les t%ments de la fonne: 
s=a:.z.m”, oic 01 est un Ument quelconque de K, et ok x est un Ument 
quelconque du ceztve Z de W. 
b) Pour que Z soit plus vaste que C, , il faut et il su.t qu’il existe duns 
W au moins dew t%ments irr&ductibles (de de@ non nul) borntk et non 
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semblables. Z est alors l’anneau Cz[.zO], avec: .x0 = ymc, OQ y  est un &nent 
de K, et c un entier natiwel. 
hTotons d’abord cpe, si f  est un diviseur irrhductible de BZ, la borne f  * 
divise aussi ‘m, d’aprks le Corollaire 1 du ThCorkme 4, et 111, pris unitaire, est 
Cgal if *. Nous envisagerons alors deux cas: 
Premier cas. Tout Clkment irrkductible borne (de degrC non nu1) ,nst 
semblable 2 f  
Soit un invariant 1, et soit s = (f *)17 la plus grande puissance de f  * divisant 
f.  Posons: t = t,s; on voit facilement que t, est invariant sous Ws ; or s est un 
ClCment d.e Ws , et on a done: t,s = s’t, , ce qui montre que tout diviseur 
irreductible de t, est borne, en tant que diviseur de t; s’il existait un tel 
diviseur de degrC non nul, ce serait, par hypothkse un 61Cmentf, semblabie Q 
6 Puisque jO* = f* (Corollaire 2 du ThCorkme 4), on peut appliquer a JO 
la Proposition 1 qui montre que la borne de f, sous Ws est encore f*. 11 en 
rksulterait alors que t, serait divisible par f  *, contrairement & la definition de 
s. Done t, est un Clkment de K. 
I1 reste B montrer que le centre 2 de Wne contient que des tlkments de K, 
c’est 8 dire qu’il se rCduit 2 C, . En effet, si x &air: un klkment de 2’ de degrC 
non nul, il en serait de m&me de z + 1, et on aurait done deux ClCments 
invariants de degrC non nul et premiers entre eux. Ce serai-t contradictoire 
avec I’hypothPse du premier cas. 
Deuxike cas. I1 existe au moins deux ClCments irrCductibles born& non 
semblables. 
Tout &ment invariant est 2 fortiori invariant sous K. Nous allons d’abord 
Ctablir un Lemme sur le mono’ide A& : 
LEMME. Dans l’hypohke &t deu.&ne cas, si mO est wz &nent invariant 
sous K de degre’ mzkimal non nul, on a: AiK C K[m.,,]. 
nz, est la borne sous K d’un ClCment irrkductible f. . Soit sO un invariant 
sous K quelconque; tkrivons la division euclidienne: 
so = qo?no + r. , d”ro < d%, . (5-l) 
Multipliant 2 droite par un ClCment quelconque B de K, on a: 
So” = pso = qOmoa + rool = qodnzo + r(jLx = pqomo + prO . (5.2) 
Le reste de soa par m. est done: roa = ,8ro , ce qui montre que ~~ est invariant 
sous K, et le caractkre minimal de m. implique alors: r. E K. Prenons plus 
particulikrement le cas oti s, est la borne sous K d’un Cl6ment non semblable 
2 f. , et irrkductible, (dont l’hypothkse du deuxikme cas assure I’existence); 
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s0 est alors premier avec ma , et le reste T,, correspondant est done un Clement 
non nul de K; si B est le de@ de s, , la relation: 17s, = S~D: entraine: @(a) = 
p = YoolYo -l; done 19” est un automorphisme interieur, et 0 est un auto- 
morphisme du corps K. 11 en resulte alors: r;t:, = W. 
Reprenons maintenant la relation (5.2) avec s”, invariant sous K quelconque; 
on a aussi: q,,~l’ = /3qo , oti 01’ parcourt J@,,,O = W; done q,, est invariant sous K 
et on peut alors recommencer l’operation, jusqu’a Cpuisement du degre de s0 . 
Ce dernier apparait bien alors comme un polynome en ma sur R. 
Passons maintenant aux invariants, en traitant d’abord le cas oh dome 3 2. 
Pour tout invariant s, on a par division euclidienne: 
s = qm + T, aor < aom. (5.3) 
Comme ci-dessus pour q. et r. , on demontre que q et Y appartiennent a dMO, 
et par consequent Q K[mo], d’aprb le Lemme ci-dessus. L’inegalite de (5.3) 
peut alors s’ecrire de facon plus precise: 
dOr < dam - dome < dam - 2 < dam - 1. (5.4) 
Pour montrer que q et I sont invariants (sous JJ’), il reste a prouver que, 
outre K, l’indeterminte x appartient a leurs anneaux propres, qui se confon- 
dront alors avec K[x] = W. En utilisant (5.3) on a: 
s . x = x’ . s = q . m . x + Y . x = q . x” . m + r . x = x’q . m + x’r 
(5.5) 
et, d’aprlts (5.4): dO(x’r) = d(r . X) = d”r + 1 < dam. Ainsi le reste de s * x 
par m est: X’Y = Y . X; done P est bien invariant. On en tire aussi: q . x” = 
x’q, ou x” est encore un Clement de degre 1, qui peut &tre pris pour indeter- 
mike. Done q est aussi invariant, et en repttant le raisonnement, on voit que 
s est un Clement de l’anneau K[m]. 
Ce resultat subsiste pour le cas oh dam, = 1; en effet, dans ce cas, l’anneau 
propre de rnO, contenant K et m. lui-mCme, contient K[m,] = W; done HZ, 
est invariant et peut &tre pris pour wz. Ainsi c’est en toute gCnCralitC qu’on peut 
Ccrire un Clement invariant s sous la forme: 
s = apmk + ... + aimi + ..- + c+rn + %, (“i E K), 
ou encore, en mettant en facteur le terme de plus bas degre en m: 
(5.6) 
s = t . (cm”) avec t = /$# + ..* + pjrnj + ... + plm + 1. (5.7) 
Or s’ = (olm~) est un invariant, et JJ’,, = JV, puisqu’on a vu que, dans 
l’hypothese du deuxieme cas, 0 est un automorphisme de K. Done t est un 
invariant. De facon plus precise, c’est un element du centre 2 de W, ainsi que 
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chacun des monomes (pjmj) qui le composent. En effet, pour tout Clement 01 
de K, l’ecriture de: Pt = ta conduit 8: u = ,B, et a: (fljmj) a: = ~(,k?@. On 
constate de la m&me facon la commutation avex x pour le cas: dam >, 2, ou 
avec m pour le cas: dam = 1. Done t, et chacun de ses termes, commutent avec 
TV, obtenu, selon le cas, comme K[x] ou K[m]. 
Dans le premier cas du Theo&me a demontrer, l’ecriture (5.7) Ctait valable, 
mais on avait toujours t = 1; ici, au contraire, on sait qu’il existe au moins un 
Clement invariant de degre non nul et premier avec m, et il fournira un element 
t de 2 de degre non nul. Soit alors, parmi les elements x de Z, z,, l’un de ceux 
dont le degre est minimal non nul. Comme Cknent invariant, il peut s’ecrire 
sous la forme (5.7): z. = t . (amu), ou les deux facteurs appartiennent a Z, 
et oh l’un d’entre eux seulement est done de degre non nul; si c’est le facteur 
t, i! sera de la forme: /3$ + 1 puisque tout autre monome en m fournirait un 
Clement de Z de degre infirieur a celui de x0 . Done on pourra retenir pour x0 
un monome en nz, soit: z. = y  . mc. 
Pour achever la demonstration du theoreme, ii reste alors a prouver que 
tout Clement z de C est un polynome en x0 sur C, . Ecrivons encore E sous la 
forme (5.7): z = t . (oln@, oh le monome (o~w) ainsi que les monomes de t 
sont encore des elements du centre 2, et montrons par esemple que (r?lmc) est 
un monome en x0 sur C, ; on peut YCcrire: plrzi . (a,)*, ou 4 et I’ sont respecti- 
vement quotient et reste de v  par c dans N; /3m” est a nouveau un ClCment de 
Z,etcomme3.<c,onar=OetpEC,. Le m&me raisonnement est valable 
pour les monomes de t. 
COROLLAIRE. L’anneau West WI Z-module libye; si (~~3. est une base de k’ SW; 
C, , une base de ce module est constitue’e par l’ensemble {c+‘> d$i?ai de laiacon 
suiz:a&e: 
i) si Z = C, , 01~ parcourt la base {c+} et j parcouvt N 
ii) si Z est plus vaste que C, , 01~ parcourt la base {ai> et j parcourt la suite: 
0, l,..., n - 1, ozi:?z = doze = c.dOm. 
Ce resultat est evident pour le premier cas; pour le second, on peut 
remarquer que tout Clement a de W peut, d’une seule facon, se mettre sous la 
forme: 
avec d”u, < n = do%, = (54 
Or tout uk s’exprime lineairement de facon unique sur C, a l’aide des 
elements !xcixj definis par ii), et la relation (5.8) conduit ainsi a une forme 
lineaire unique de ces m&mes elements a coefficients dans 2 = C,[z,]. 
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6. FORME DEB BLBMENT~ INVARIANTS LORSQUE K EST DE RANG FINI SUR C 
D’aprb le Corollaire 1 du ThCoreme 1, on peut alors prendre TV sous l’une 
des formes reduites WK,, ou W,,, . 
a) Anneau W,,, . L’ClCment PZ defini au Theo&me 5 peut alors &tre 
pris Cgal a X; si le centre de W se rCduit a C, , le mondide A$, des elements 
invariants se reduit B K . x”; dans Ie cas contraire, 1’CEment ,zs du Theo&me 5 
est de la forme yxTc, et les elements invariants sont les elements de la forme 
o!Y . x oti z est un polynome en z0 sur C, . On retrouve ainsi un resultat de [S]. 
Mais on peut &tre plus p&is grace a l’hypothbe [K : C] < oz. L’existence 
de x0 exige qu’une puissance d’exposant non nul de 8 soit un automorphisme 
interieur de K, done que la restriction de 0 a C soit d’ordre tini d, 
et, finalement, que C soit une extension cyclique de degre d du corps C, des 
invariants de C par 0. Reciproquement, s’il en est ainsi, Bd Ctant l’identite sur 
C, le ThCoreme de Skolem-Noether montre que c’est un automorphisme 
interieur: 01 w P(U) = y-l . 01 . cc. llinsi I’ClCment p . Xd commute avec tout 
Clement a: de K. 
On a alors: P+l(a) = e[F(a)] = jPIG~ = F(G) = p-%p, et on en tire: 
,iip-lCr = oi,$c~-~ pour tout 01 de K; done ,&-I = v  est un Clement de C. D’autre 
part on obtient: P(p) = p, et en appliquant successivement (d - lj fois 6 a 
,% = v  . p, on est conduit a la relation: &-l(v) .*. Pi(v) ... O(V) . Y . /* = p-“, soit 
encore: (Norme v&, = 1; si l’on applique alors le Theo&me de Hilbert 
sur les elements de norme 1 dans une extension cyclique, on voit qu’il existe 
un ClCment X de C tel que: v  = h/X; en portant dans la relation: i; = v  . hh, 
on obtient alors: p . x = p * h, et 1’ClCment (A . p . x”) commute avec X; il est 
clair qu’il commute aussi avec tout Clement de K et on peut done le retenir 
comme Clement generateur de 2 sur C, . On sait d’autre part, [3], $11, no 5, 
ThCoreme 3, a], que X est defini a une multiplication pres par un Clement 
de C, . 
THI?OR&ME 6, Soit un anneau W,,, tel que K soit de rang fini sut C. Pour 
que le centre Z de W soit plus vaste que C, , il faut et il s&Et que C soit une 
extension cyclique de C, de degrh jini d; on a alors: z,, = yxd ozi y  est un 
&nent de K d+ni iz une multiplication p&s par un &ment de C, . 
b) Anneau WK,, : Dans [2, Theoreme 41, Amitsur a don& la forme de 
z0 , lorsqu’il existe: z, = u + ~1, oti u est un ‘p-polynome” sur C, : 
u = ix@ + ..’ + pad + -.* + pl.xp + &Y, (Pi E GJ. (6-l) 
Ce resultat est valable en toute gCnCralitC pour un anneau W,,, ; mais nous 
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allons donner une condition d’esistence et une prkision de degrC pour x,, dans 
le cas oti K est de rang fini sur son centre. 
I” et p commutent avec tout ClCment de C; il en est done de m&me de 
21 = z. - p; comme u est divisible par x, c’est un annulateur de C (mod x): 
et, en appliquant le Corollaire 1 du ThCorkme 2, on en dPduit que C est une 
extension de degrC fini de C, ; on sait que C est alors une extension purement 
in&parable de hauteur 1. Si la caractkristique p est nulie, on a: C = c . -.- .T > 
si p + OS [C : CJ = JY, et on a done: d”z,, 3 pi. 
Rkiproquement, supposons que C soit une extension purement inskparable 
de CU. de degrC pe, (ou de degrk 1 si p = 0). ConsidCrons alors le centre Z’ 
de l’anneau W = C[x] = Wc,6, et soit x0’ un &ment unitaire de degri: 
minimal non nul dans 2’. Comme on l’a vu pour z. , x0’ est !a somme d’un 
p-polvnome sur C, , u’, et d’un ClCment de C; et U’ est encore un annulateur 
(mod-x) de C, multiple de I’annulateur minimal w de C (mod x). Or, en se 
reportant 2 la dkmonstration du ThCor&me 4, on voit que v  est la borne de x 
dans !‘anneau TV’, (si on le prend unitaire); ii est done invariant dans cez 
anneau, et appartient visiblement au centre 2’ de w’; comme u’ est multiple 
de c. on peut done prendre: z,’ = ‘2. Enfin z’ est de degrCpG = [C : C,], soit: 
” zzz “@ + ..’ + yp” + ... + yp + Yo”, (rj E C,)‘ (6.2) 
Or, quel que soit 01 E K, on constate aiskment que: zP’o1 - (Y& = P’(a) 
il en rksulte que l’application: DI w (va - CZ) est une dkrivation de I<; de plus 
elle annule le centre C de K, et on peut appliquer le ThCor&me 2, p. 152, [93: 
qui affirme que c’est une dkivation intkrieure; il existe done un Gment p de 
K tel que, pour tout Clkment 01 de K, on ait: vol - a~ = CZ,LL - pa; c’est dire 
que l’&ment (v + p) commute avec tout ClCment de K. 
Formons l’Cl&nent: n = x(v f  p) - (U + y) x; il est Cgal k p’, =8(p) car v  
commute acec 5. D’autre part on vCrifie que a commute avec tout blCment :t 
de K; done p’ est LUI ClCment de C. 
Recherchons alors un ClCment Y tel que (V + p - P) appartienne au centre 
de K. La commutation avec K kquivaut 2: v  E C; la commtitation avec s 
Cquivaut B: y’ = v’. On est done conduit a rechercher un ClCment v  de C dont 
la d&iv&e soit Cgale & p’* Or la commutativitk de (u + ,u) et de p peut aussi 
s’kcrire: VP = 0 (mod x), soit encore: ‘L’~Y’ = 0 (mod x), en posant: 21 = V@Y. 
Done 1~’ appartient au noyau de v,, dans C (mod x). D’autre part le Corollaire 2 
du ThCorkme 1 indique que 6(C) C C. 0 r 1 e noyau (mod x) de v  dans C est C 
lui-m@me, dont la dimension sur C, est [C : C,] = d%; done, si l’on se 
reporte 2 ia dkmonstration du Lemme 1, $3, on roit que le noyau de zlo dans C 
est de dimension (d”v - 1), et qu’il est done Cgal a 6(C). C’est dire que p’ 
est un +lkmer,t de 6(C) et qu’il existe bien v  dans C tel que ,u’ = 2’. On peut 
alors prendre: z0 = CL) + ,u - v  oh 11 est dCfini B l’addition prb d’un Gment de 
c se- 
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T~OR$ME 7. Soit un anneau WK,8 tel que K soit de sang jni sur C. Pour 
que le centre Z de W soit plus aaste que C, , il faut et il sufit que C soit une 
extension purement insepaparable de C, de degre’Jinip8; on a alors: zo = z’ $ y, 
ozi v  est un p-polynome sw C, de la forme (6.2) de degre p”, et ozi y  est un t%%nent 
de K dt$ni ia l’addition prks d’un element de C, . 
Notons que ce resultat englobe le cas oh p = 0 si Son pose: O” = 1. 
7. ANNEAUX W BORNBS 
ComplCtons d’abord les definitions don&es au paragraphe 4. Nous dirons 
qu’un Clement a de West centralement borne’si a divise un Clement non nul du 
centre Z de W; dans ce cas nous appellerons borne centrale de a et nous 
noterons a** un Clement de Z de de@ minimal et divisible par a. Nous 
allons Ctablir le resultat suivant: 
THkORhlE 8. soit un anneau WK,e,& ; les conditions s&antes sont 
equivalentes: 
a) tout e%ment de West borne’ et dOa*/dOa est borne’ supkiemement duns Q, 
(pour doa f  0) ; 
b) tout element de W est centpalement borne’ et dOa**/dOa est borne’ 
suptk’ewement duns Q, (POUP don f  0); 
c) le corps K est de rang$ni sur C, ; 
d) l’anneau W est de yang$ni sur son centre Z; 
e) le corps TIT des quotients a gauche de West de rang$fini SW son centre 3. 
1) a) * b): Remarquons d’abord que l’hypothese a) implique que Z est 
plus vaste que C, ; en effet, dans le cas contraire, tout Clement invariant est de 
la forme OIWP avec les notations du Theo&me 5; or le reste de olnP par (m - 1) 
est Cgal B ol; done (m - 1) ne pourrait diviser aucun Clement invariant non nul. 
Soit alors ,zo = ~nz~ 1’ClCment defini au Theo&me 5; ce dernier indique que 
tout Clement invariant est de la forme: 01 . x . ml”, oti z est un polynome en x0 
sur C, ; en multipliant par une puissance convenable de m, d’exposant 
inferieur a c, on peut faire apparaitre un Clement de Z multiple de 01 * .z . art”; 
done tout Clement borne est centralement borne, et: doa** - doa* < d”z, , 
soit encore, pour un Clement a de degre non nul: dOa**/dOa < dOa*/dOa + 
d?z,,/dOa; ainsi un majorant IId pour dOa*/dOa fournit le majorant M + doze 
pour dOa**/dOa. 
2) b) + a): Evident. 
3) b) * c): Montrons d’abord que, si b) est vCrifiCe, K est de rang fini sur 
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son centre C. Soit pour cela un Clement (zs - a) o& (I: est quelconque dam K; 
(x0 - 01>, Ctant centralement borne, doit diviser un polynome en q, sur C, I 
soit s(xO). Or, puisque z,, commute avec JI, le reste de s(zO) par (x0 - a) est 
Cgal a s(a). Done 01 est algebrique sur C, , et son degre est inferieur ou Cgal au 
degre de s(x,,) par rapport a ;5,, soit encore B dOs(zo)ldo(x,-, - ol), dont on sait 
par b) qu’il admet un majorant N. A fortiori tout 01 est algebrique sur C, avec le 
m&me majorant pour le degre, et on sait alors, [9, p. 181, Theo&me 11: que 
[K: C] est fini et major6 par N”. 
11 reste a prouver que C est de rang fini sur C, ; or: K &ant de rang fini sur 
C, nous sommes dans les conditions d’application de l’un des ThCoremes 6 
ou 7 qui indiquent tous deux que: [C : C,] = doze . 
4) c) * d): Si K est de rang fini sur C’, , on peut encore appliquer les 
ThCoremes 6 et 7 dans leur aspect reciproque, pour affirmer l’existence d’un 
Clement x0 de degre minimal non nul dans 2. If  suffit alors d’appliquer le 
Corollaire du Theo&me 5 qui indique l’existence d’une base de IV sur 2, a Y 
elements, avec: r = [K : C,] . d”xo . 
5)d)*b): . so exlste, car, dans le cas contraire, le Corollaire du ThCoreme 
5 montre que IV est de rang infini sur 2; pour la m&me raison K est de rang 
iini sur C, . ConsidCrons alors un Clement a de degre n, et les restes successifs 
de 1, x0 , zoh2, .. . , zok,. . . par n. Ces restes appartiennent a un espace vectorial 
sur C, de base (&} oh (zi> est une base de K sur C, et otij = 0, l,..., n - 1;. 
leur rang sur C, est do& au plus Cgal a: ti** = z I [I(: C,]. Les elements 
1, z, , z,“,..,, .;** sont lineairement lies [mod a) sur C, ; c’est dire que n est 
centralement borne; de plus: dOa**/dOa est inferieur ou Cgal a (E**/PZ) = doze , 
c’est B dire a [K : C,] . doze = Y, nombre independant de a. 
6) d) o e): La construction du corps YY montre que son centre est le 
corps des quotients de l’anneau 2 = C,[zo], qui est le corps C,(z,) des 
fractions rationnelles ordinaires en z. sur C,. On constate alors qu’une base de 
Y&- sur C,(zo) est fournie par une base sur C, de l’ensemble des elements de IV 
de degre inferieur au degre de .zo (s’il existe). Or on a vu, (Corollaire du 
Theo&me 5), que c’est une base de W sur 2. 
Le ThCoreme 8 est ainsi completement demontre, et c’est un anneau 
repondant a l’une des conditions Cquivalentes de ce Theo&me que nous 
appelons atmeau W borne’. 
Remarques: 1) Tout anneau W borne r&pond, on l’a vu, a l’un des cas 
Ctudies au paragraphe 6; il serait interessant de savoir s’il existe des anneaux 
IV plus gCnCraux tels que tout Clement soit borne, (mais en abandonnant la 
majoration de dOa*/dOa). 
2) D’apres les Theoremes 6 et 7, on a: doze = [C : C,], et en designant 
par va le rang de K sur C, on verifie que le rang de W sur son centre 2, ou 
481/18/x-2 
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aussi de Y&r sur son centre 22“ = Cz(z,), est Cgal B un carrC, soit: 
Y = [K : C,] * &x0 = (v . dOZO)~. 
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